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根轨迹的分离点 或会合点 的几种求法
’

汪 洋

咸宁学院 物理系
,

湖北 咸宁

摘 要 介绍 了 自动控制理论中根执迹的分 离点和会合点 的几种求法 较简单的 系统常用 的方

法有重根法
、

极值法和根据开环零极点 的方 法 较复杂的 系统常用 的方 法有试探法和牛顿余数

定理法
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引言

年
,

伊文斯 提出了一种由

反馈系统的开环传递函数求取闭环特征方程式根

的图解法—根轨迹法 求取根轨迹的分离点或会合点是根轨迹分析的一个重要 内容 二条以上

根轨迹的分支的交点称为根轨迹的分离点或会合

点 当根轨迹分支在实轴上相交后走向复平面时
,

该相交的点称为根轨迹的分离点 当根轨迹分支

由复平面走向实轴时
,

它们在实轴上的交点称为

会合点阁 这些点对应于特征方程的二重根 由于

根轨迹具有共扼对称性
,

故分离点与会合点必然

是实数或共扼复数对 在一般情况下
,

分离点与会

合点多出现于实轴上

二般地
,

若实轴上两相邻开环极点之间存在

根轨迹
,

则这两相邻极点之间必有分离点 若实轴

上相邻开环零点 其中一个可能是无穷远处零点

之间存在根轨迹
,

则这两相邻零点之间必有会合

点 若实轴上根轨迹处在开环零点与极点之间
,

则

它们中间可能会出现分离点或会合点
,

也有可能

无分离点或会合点
,

要视具体情况而定

求取分离点的方法

重根法

由于根轨迹上的分离点或会合点对应于特征

方程的二重根
,

因此可用求重根的方法确定它们

的位置

如果代数方程 一 具有重根
, ,

就必然

满足
, 一 。和

‘ , 一 。 设系统的开环传递函

数为

一 ‘

‘

宁—一
, 〕

一 ‘

瓦万

,

旦
, 一 丸

式中
,

为系统开环零点
,

为系统开环极点
,

、

分别为 阶
、

阶多项式 则闭环特征

方程为

。

即 一

设

且
‘ , , 一 。

从
、

式中消去
。
得

‘ 一 ‘ 二

从 式中解出的 即为所求的重根点
,

但这

些重根点不一定就是分离点或会合点
,

这是因为

式仅是分离点的必要条件
,

这就意味着所有分

离点均满足式
,

但满足式 的解不一定都是

分离点
,

判断哪些解的确是分离点
,

还必须满足特

征方程或用相应的法则来检测

例 已知系统的开环传递函数为

十

试求根轨迹在实轴的分离点
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解 一 十 一
‘ ‘

代人 式得

十 十

解之得

一 一

因实轴上〔一
,

叼和 〔一
,

一 〕区段是根轨迹
,

故
、 一 是根轨迹的分离点

极值法

分析可知
,

分离点对应 的是最大值 因为再

大
,

轨迹已经离开实轴了 同理
,

会合点对应的是

最小值 因此可用求极值的方法把分离点和会合

点求出

由式 可知

,

, 一 ’

忍

’ 一
,

牛顿余数定理法

用牛顿余数定理求解分离点或会合点的具体

步骤如下

从闭环特征方程中求出

设 为
。
的分子多项式

分析根轨迹
,

估计在其分离点 或会合点

可能出现的实轴附近找一个试探点

用 一 去除 得出商多项式

及余数
,

该余数定义为

再用 一
, 去除商多项式 得第二个

余数
,

定义为

按 二 一 。
之关系计算出

,

之

值明显比原来估计的
, 值准确得多地靠近真正的

分离点

一般只作一次试探求出 就已经充分满足要

求

例 用牛顿余数定理求例 的分离点

解 根据式 求得

会一
一 一

, ,

令共渔 可得

, 一 ‘

其结果与重根法的结论相同

利用开环零
、

极的方法

上述两种方法均须对闭环特征方程两端求导

数并解联立方程组
,

如果欲免去求导数的步骤
,

可

采用利用开环零
、

极的方法

一般地
,

如果系统开环传递函数有 个零点

和 个极点
,

则分离点可由下面方程求得

取 一 一 一
,

根据下面除法计算式计

算

一 , 一 二 今

一 一份 一
一 一

一 一

一 一

合 右

—
— 夕

—
二二二

仁了 一 宾或 以 一 丸

式中
,

为开环零点
,

为开环极点 从上式中解出

的 值即为分离点

例 见例

解 由式 可得

十 十

解得 一 一

所得结论和用重根法的结论一样

如果上述三种方法所得出的方程式是二阶方

程
,

求解很容易 然而对于某些较复杂的系统
,

最

终得出的方程式可能是三阶乃至高阶的方程式
,

求解比较困难 此时
,

改用牛顿余数定理法或试探

法去求解分离点

一 一

一 一
卜

一

根据绘制根轨迹的基本规则
,

在区间〔一
,

内必有分离点
,

设
、 一

,

于是 。一 一 十

用 去除
,

结果得出 甲 一 一

及第一余数 再以 去除
,

得第二余数 一

故有 气 , 一 凡 一 一 一 一 。

上述结果表明
,

一次试探的计算结果 已经非

常接近例 的 值 作为绘制根轨迹
,

这个精度也

足够了 若再选 一 作为新的试探点
,

经
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试探法

具体步骤是假定一个 值并把它代人 式
,

直到左端计算的数值与零之差小于给定 的值为

止 〔 〕

例 已知系统的开环传递函数为

一

试用试探法求其分离点

解 由求根轨迹的基本规则可知
,

在实轴上〔一
,

叼区段有根轨迹
,

而且必有分离点 。,

尸。

一
, 尸 一 一

,

尸 一 一 代人式 中可

得

取 一 为分离点 由于试探法无一定的目的

性
,

带有很大的盲 目性
,

必须经过反复试探
,

一般很

少采用
,

结束语

一般来讲
,

较简单的系统常常采用前三种方法

来求分离点比较方便 而对于比较复杂的系统采用

后两种方法求分离点 具体用那种方法
,

视具体情况

而定 有时还可以将这几种方法结合起来求更加方

便 但不管怎样
,

还必须和有关规则结合起来
,

才能

够又快又准的求出分离点 有时分离点可能出现复

数

一丁卞 气
一下 蕊 寸一 丁下一产 下丁叮 丁一
月 气 一十 ,

一 寸

假设一个 值
,

直到左端计算的数值与零之

差小于给定的值为止

第一次试探 令 一
,

把 值代人式 得

一 十
一
响丁一二 」一 一育 下了叮一二 寸一 丁 一丁一二尸不 丁丁丁叮一穿一

。

一 肉 一 沟 」 气一 沟十
“

十

第二次试探 令 一
,

把 值代人式 得

丈 下十一 言一言叮 二十
一 乙

,

一 乙
。

州卜

一 十
一 十

第一次试探 令 一
,

把 值代入式

得

一 十
一于七丈

一
十于二分份于井汁兴一 一

一
’

一
, ’

一 十 “

由上面计算出等式的符号相异可以判断
,

的

准确值在一 与一 之间
,

最大误差小于
,
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